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A Simple Derivation of the Generalized Form of the Ramsey Rule
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Abstract

we relax the two main condildons in Hashimoto (2004) in this journal and simplify the derivation of

the generalized form of the well-known Ramsey rule. One of the conditions is related to the homoge-

neity of the utility function and the other, to the cons'如icy of the Hamiltonian. In the present paper,

the homogeneous degree of the utility function can be an arbitrary positive number less than one and

the constant value of血e Hamiltonian can be also arbitrary; the latter serves as the key to simp'坤ing

the derivation.
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1.はじめに

Ramsey (1928)は変分法を経済学に初めて応用した論文として知られており、その一部のモデ

ル、すなわち効用に上限の至福レベルを設けたモデルはプリス…モデルと呼ばれ、後にラムゼイ・

ルールと呼ばれる著名な原則を導き出したOこの小論の目的は、効用の上限の代わりに、今では通

常の方法となった割引率を導入し、部門を多部門化して、いわゆるラムゼイ…ルールを一般化した

橋本(2004)の結論を、より線和された条件のもとで、しかも一層筒便な形で導出することにあるo

橋本(2004)との主な相違は、目的汎関数の中の割引かれる関数を必ずしも一次同次に限らず、 1よ

り小の任意の同次性を許容することであり、導出方法の工夫としては、保存則が必ずしもゼロにな

る必要はなく、任意の一定の値が許容できる点である。

次の節ではラムゼイのプリス・モデルを再現し、さらにこのモデルから労働側面を捨象した一部

門モデルに解析力学の基本定理を適用する。第3節ではこのモデルを、割引率と広義の生産の外部

性を持った多部門モデルに拡張して、これに解析力学の基本定理を通用すると、ラムゼイ・ルール
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の一般形が得られることを示すo

2.プリス・モデルのラムゼイ・ルール

Ramsey (1928)は効用の上限好を導入し、次のような最小化問題を設定したo

Min /。∞(u-(u(c(t))-v(l(t)))dt

s…t…　k {t) =f(k(t),Ut))-c(t) givenk(0)写k。 (1)

ここで、 u(c(t))は消費c(t)に依存する効用関数であり、 v(Ut))は労働Iit)に依存する負効用であ

り、生産関数f(kit),lit))は資本ストックkit)にも依存しているo関数u(c(t))およびf{kit),Iit))

については凹性が仮定される。以下、混乱のない限り時間変数を省略する。ラムゼイは

dt- (l/(f-c))dk

を便って,自的汎関数を次のように変形したo

蹄十がu)-ォ(c))<ff-jj霊'tt+v(l)-u(c)

f(k,l)-cdk

式(2)の被績分関数を消費Cについて偏微分すれば以下のようになる。

-u'(f-e)-戻-u+v)卜1)

(f-c)-

=〉　が=
u-u+v

-o⇒菌-
⇒　u'k=好-(ォーサ)

ゥ

(3)

これが現在ラムゼイ・ルールとして広く知られているものである1)0

橋本(2004)でも分析されたように、上のモデルの労働側面は本質的ではないので、労働側面を捨

象し、問題を卓大化問題とて次のように設定する。

Max Jo∞(u(c(t)-u)dt s.tk (t)-f(k(t))-c(t) o

1) 「貯蓄率と消費の限界効用を乗じたものは、効用の上限から実際の効用を引いたものに常に等しくなけ

ればならない。」 (Ramsey, 1928, p.547)
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間蔑(4)について、解析力学の概念をいくつか利用するため、経済学者に周知になっているボント

リアギンの最大値原理ではなく、次のようにラグランジアンLを定義し、これを利用する。

L-(u(c(t))-u)+Mt)(/(kit))-c(t)- k (t)) (5)

ここでMt)は乗数である.

ラグランジアン(5)が時間に陽に依存していないので、解析力学の基本的な定理から、直ちに次

のような結果を得る。

定理　解析力学のラグランジアンLが時間に陽に依存しないとき、以下のように定義されるハミ

ルトニアンは最適経路に沿って一定である。

H≡器k-L-const. ⇒

5E明　例えばLanczos (1970, p.177)参照O

- (u(c) -好) -A{f(k) -c) =const.

QED

(6)

経済学者におなじみのボントリアギンのハミルトニアンは、(6)とは符号が異なるだけである。式

(6)は保存則とも呼ばれる。

保存則(6)は最適経路に沿って成立するものであるから、最適条件であるEuler-Lagrange条件を、

消費Cに関して計算すると

・:一　二ミ[ 1[‥ii : *.-,v

式(7)および(4)を(6)に代入すれば、保存則の別の形を得る。すなわち

--w(c)-u′k-const　⇒　u'k写面-const-u(c)

式(8)には定数項があるが、これはラムゼイ・ルール(3)と本質的に同値のものであるといえる。

3.ラムゼイ…ルールの一般形の簡便な導出

(7)

(8)

橋本(2004)に従って、問題(4)を生産の外部性をともなった二部門モデルに拡張し、また割引率

βを導入すると、問題はつぎのようになる2) (経済変数には大文字を使用している)o
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Max Imu(Ci(t),C2(t))e-p'dt

s.t. Ki(t)-fi(Ki(t),K2(t)) -Q(t) &venKi(O), p>0 (i-l, 2)

(9)

(10)

効用関数の同次性hは橋本(2004)では1に限られていたが、ここでは若干拡張されて、 0<h≦1

と仮定されるo生産関数f''には広義の外部性が仮定されており、しかも一次同次である点は変わ

りない。上記の問題のラグランジアンは以下のように書かれる。

L-u(Ci,C2)e-<サ+ ∑^1Mfi(KuK2) -d-ki) (ll)

ラグランジアンが時間に陽に依存しているので、対応するハミルトニアンは一定ではない。そこで、

このモデルに内在する保存則を求めるため、橋本(2004)にあるように、解析力学の点変換の概念

を使う(Lanc2os(1970, p…116))3サ<　つまり、時間以外の変数を次のように変換するo

G(f)-Ci(*)ォー("/Wf, Ki(t)-Ki(t)e-Wォ*, Ai(t)=ん(t)e+W>納(i-l, 2)　　　(12)

式(12)を(9)に代入し、効用関数のh次同次性を使うと

I.∞u (Cu Gt)e-ptdt -}。榊u (cie<*>wt, C2e^/kit)e->サdt -J。∞u (Ci, C2)dt

となる。また制約条件(10)は′-の一次同次性により、次のように変形される。

Ki-fi{KuK2) - (p/h)Ki-Ci (i-l,2)

(13)

(14)

lanczos (1970,pp.115-119)によれば、問題(9)(10)を解くことは、問題(13)(14)を解くことと

同債であるo点変換後の問題のラグランジアンLは次のようになるo

L-u(Ci,C2) + ∑;=1Ai{fi(KuK2) - (p/k)Kl一己-Kd (15)

2)この種の問題で、効用の上限の代わりに割引率を使うのはCass (1965). Koopmans (1965)以後の常套

的方法である。

3)点変換の投資モデルへの応用についてはKataoka and Semba (2002)参照。
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従って、定理(6)により、直ちに次の保存則を得る4)0

H≡ ∑ぎ-哉孟-L-const.

⇒　u(ci,C2)十∑ ^(/'(KuKi)-(p/h)Ki-Q)-const

⇒ u(ci,C2)+ ∑…=l読-const

ところで、一部門のプリス・モデルにおけるラムゼイ・ルール(8)は次のように変形できるD

u(c) +スk -ォーconst=const.

(16)

(17)

式(16)の第3式と(17)を比較すれば、(16)の第3式が(17)の一般形になっていることは明らかであ

る。なおiは任意であることに留意されたいo

横断性条件について付言しておこうo点変換前のモデルの横断性条件は

lim′え,i(t)Ki{t) -O (i-l,2)

(一・'蝣*

であるが、この下では

linUrfCf)鬼(f) - limノa*(f)ォーw*>ォ;(*)ォー("/ォ*
(-∞　　　　　(-CO

-lamMt)K,(t) =O (i-l,2)
(ーD3

となるから、点変換後のモデルの横断性条件も成立している。

4.おわりに

この小論では諸関数の同次性と、生産関数の外部性を前提として、著名なラムゼィ.ルールの~-I

般形を導出したO先行業務と異なる点は、効用関数の同次性の許容範囲が拡張できたことであり、

保存則の一定債がゼロのみでなく、任意の一定億で済むことを利用して、導出過程が大幅に簡素化

されたことである。

4,時間に陽に依存する項が消えたので、経済学者に周知の方法、つまり叔大億原理のハミルトニアンの時

間微分に、 Euler-Lagrange条件を適用して、同じ結論を導出することも可能である0
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比較された二つのモデルから、積分を収束させる工夫を形式上覆い隠すと、一般形が明確に浮き

彫りにされる点は興味深い。つまりプリス・モデルの効用の上限を表面から形式上覆い隠し、また

一般化モデルの割引率を、点変換により形式上包み隠すと、二つの保存則の対照的存在が明確にな

るのである。
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